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UNE
EXPLICATION
POUR tA LOI
DE BENFORD

[a loi de Benford, qui porte sur le premier chiffre signiflcatif
des nombres, a perdu de son mystère. Parallèlement, elle a été
généralisée et, ainsi, a gagné en efficacité pour détecter
des données frauduleuses.
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a loi de Benford ou «loi dupremier
chiffre significatif» n'en finit pas
de troubler, d'intéresser et de sus-
citer des travaux et des applications.
Plus de 13o articles scientifiques ont
été publiés sur le sujet ces cinq der-

nières années (toir ht'tp: I lwww.bmfordonline.net).
Certains la trouvent mystérieuse, alors

que d'autres croient en comprendre la nature
et en proposent des explications. Elle a été
généralisée et utilisée pour effectuer des tests
et repérer des fraudes. Nous présenterons
quelques-unes des idées récentes sur ce sujet
étrange et passionnant.

I.AL*IE}UPREMIERC§IFT§E I
Les nombres que l'on rencontre'pour

mesurer la population des ülles, les distances
entre étoiles ou les prix apparaissant sur les
produits d'un grand supermarché montrent
une propriété surprenante. Dans ces séries, la
proportion de nombres dont le premier chiffre
significatif est r est supérieure à la proportion
de nombres dont le premier chiffoe signifrcatif
est z, elle-même supérieure à 1a proportion de
nombres dont le premier chiffre significatif
est 3, et ainsi de suite.

La 1oi du premier chifte significatif indique
précisément que dans un contexte général, et
sans raisons particulières opposées, les proba-
bilités de rencontrêr les différents chiffres en
tête des nombres sont respectivement:

p (r) = 3o,t%o, P (2) = t7,6 o/", 
P (3) = tz,S"/",

p(4)=9,2"/",p(ù=2,g"/.,p(6)=6,7o/o,p(7)=5,8%o,
p (B) = 5,to/o, p (91 = 4,6 %.

Bien qu'aujourd'hui désignée sous le nom
de loi de Benford, cette loi a été formulée la
première fois par l'astronome canadien Simon
Newcomb en r88r. I1 avait remarqué que les pre-
mières pages des tables de logarithmes étaient
plus abîmées que les suivantes. Son article fut
ignoré jusqu'à ce que, 57 ans plus tard, le physi-
cien américain Frank Benford remarquât lui
aussi l'usure inégale des pages des tables numé-
riques. Les articles de Newcomb et de Benford
proposent la même formule: la probabilité de
rencontrer le chiffre c comme premier chiffre
d'un nombre est d'après euxlog"(c+r) -log,.(c),
où le logarithme utilisé est le logarithme déci-
mal qui, rappelons-le, vérifie:

1og,"(r) =o;
1og,o(ro') =z pour ?? entier;
1og,"(ab) =log,.(a) +log,"(b) ;
1og,"(a/b) =1o9.(a) -log,"(b).
Toutes les séries statistiques ne vérifient

pas cette loi de Benford. La taille d'un humain
adulte mesurée en centimètres commence, à de
rares exceptions près, par r et ne la vérifie donc
pas. De même, les plaques d'immatriculation
des véhicules automobiles ont des numéros qü,
dans chaque pays, sont le plus souvent bien
répartis: autant de numéros commençant par 1,

que par 2, etc. Pour que la 1oi se manifeste, il
semble nécessaire que les nombres de la série
envisagée prennent des valeurs variant sur plu-
sieurs ordres de grandeur (c'est 1e cas des tailles
des villes), et qu'ils soient assez régulièrement
espacés (loir l'encadré t pour d'autres détails).

Pour certaines suites numériques, Ia loi de
Benford n'est pas conjecturée, mais prouvée.

Jean-Paul Delahaye
a récemmenl publié:
L* $+b=i**s
**ffib:"c'îî
(Belin, 2018).
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LOOTOUE & CALCUL

> la probabilité de tomber sur une des valeurs
possibles est assez régulière et étalée, alors la
paftie fractionnaire des nombres r sera, à peu
de chose près, uniformément répartie dans
f intervalle des nombres entre o et 1.

Considérons par exemple la moyenne géné-
rale des notes (sur zo) des élèves d,une école.
On trouve des nombres du type: to,S4;12,43;
Z,z3 ; tr,97 ; 72,4r ; 13,80 ; 16,55... dont les parties
fractionnaires sont : o,S4; o,43 i o,23, o,97 ; o At i
o,Bo; o,55...

. Les notes ne seront pas nécessairement
uniformément étalées sur tout l,intervalle
allant de o à zo, et il est même probable qu,ily
aura un grand nombre de notes autour de to
ou tt. En revanche, ce qu'indique la loi d'étale-
ment uniforme est que la partie fractionnaire
de ces notes sera, elle, bien étalée entre o et 1.

En particulier, il y aura à peu près autant de
parties fractionnaires commençant par o
(après la virgule) que de parries fracrionnaires
commençant par 1, que de parties fraction-
naires commeaçarltpat z,etc. Avec sans doute
de petites variations autour de r/ro, la

proportion de notes sera la même pour cha-
cune des 10 catégories.

Plus généralement, si l'on se donne deux
nombres a et b compr,s entre o et t avec a<b,
la proportion de notes dont Ia partie fraction-
naire est comprise entre a etbvaatb-a,lalon-
gueur de l'intewalle la, b). Dans notre exemple,
la proportion de notes d'élèves dont la partie
fractionnaire est comprise entre o,25 et o,4o
vaut enüron r57".

I?explication de cette loi est que, sauf cas
particuliers, les parties fractionnaires des
nombres ne seront pas concentrées sur la
même zone de f intervalle [o, r]. S,il y a plus
de nombres errcte tz,3 et L2,4, cela ne sera pas
rqrai (saufexception) entre 15,3 et r5,4. Ainsi,
les irrégularités possibles de densité sur les
zo intervalles possibles entre deux entiers
consécutifs se compenseront plus ou moins,
ce qui uniformisera la série des parties frac-
tionnaires, que l'on peut voir comme une
sorte de moyenne de ce qui se passe sur cha,
cun des zo intervalles entre deux entiers. Une
interprétation graphique de cette idée est

LOTERIE ET tOI D'ÉTALEMENT UNIFORME

f a loi d'étalement uniforme
ftde la partie fractionnaire
indique que les nombres
d'une série dont on enlève ce qui
précède la virgule (2,3456 devient
0,3456; L32,4388 devient 0,4388)
se répartissent à peu près
uniformément dans
l'intervalle [0, 1].

Tous les joueurs de loterie
acceptent (inconsciemment) la loi
d'étalement uniforme de la partie
fractionnaire. En effet, lancer
assez fort la roue d'une loterie
de un mètre de périmètre
et regarder ou se place la marque
indiquant la case gagnante
revient au même que lancer fort
une boule sur une rainure

circulaire de un mètre de
périmètre en considérant que
l'endroit où elle s'arrête après
plusieurs tours désigne la case
gagnante (on a recopié les
secteurs de la roue de loterie
sur 1a rainure circulaire).

Cette opération est aussi
équivalente à lancer une boule
avec assez de puissance sur une
rainure rectiligne assez longue
ou tous les mètres, on a recopié
les dessins de la rainure circulaire
désignant les cases gagnantes.

Cette opération est encore
équivalente à choisir un nombre
réel assez grand, à prendre
sa partie fractionnaire
et à considérer un dessin

des secteurs gagnants entre 0 et 1
reproduisant celui utilisé
périodiquement sur la rainure
rectiligne,

Si vous pensez que la loterie
est équitable, c'est-à-dire que
la probabilité que la marque
s'arrête sur un secteur du disque
qui toume est proportionnelle
à l'angle de ce secteur, alors vous
pensez aussi que la partie
lractionnaire de nombres
au hasard assez grands est, à peu
de chose près, uniformément
distribuée entre 0 et 1.
Vous croyez donc à la loi
d'étalement uniforme de la partie
fractionnaire et donc aussi à la loi
de Benford qui en découle.
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tA LOI DE BENFORD OÉNÉRAIE SOUMISE À DES TESTS

f a loi de Benford générale affirme
Il que la partie fractionnaire
des nombres f(r) obtenus à partir
d'une série de nombres r sera
uniformément étalée sur
l'intervalle [0, 1] et cela pour toute
fonction continue croissante f.
Comme la loi de Benford classique,
fondée sur f(r) = logro(r). on peut
utiliser la loi générale pour repérer
des données truquées.

Afin de s'assurer que la méthode
est bonne, on a demandé à des
sujets humains de créer de fausses
données et on a mesuré la qualité
de ce qu'ils produisaient en utilisant
la loi de Benford générale pour
trois fonctions différentes :

f(r) = Log lrl, f?l =:r'r2 et f(r) = ÿr.
On a utilisé des données provenant
de quatre sources différentes qui
ont conduit à 12 comparaisons

entre la réalité et ce que produit
un humain simulant la réalité (yoir
le protocole détaillé dans Ie texte
principal). Dans 11 cas sur 12,
la simulation par l'humain est
moins conforme à la loi de Benford
que les données réelles. Il est donc
possible. en effectuant des tests
fondés sur la loi de Benford,
de détecter des données artificielles
produites par des humains.

f(r) = 16n 1.1 f(r)=qp rfl=1Ç
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> proportion est 1o9,"(c+r)-log,"(c). C'est exac-
tement ce qu'exprime la loi de Benford formu-
lée au sujet du premier chiffre significatif en
base décimale !

La loi de Benford continue est effective-
ment un peu plus puissante que la loi n'évo-
quant que les chiffres significatifs en base 10.

Elle permet par exemple de retrouver, dans
toute base de numération, un énoncé évoquant
le premier chiffre significatif.

La justification de l'équivalence utilisée
plus haut se fait rigoureusement, mais un
exemple clarifiera l'équivalence. Prenons
r=7234. Ona:

l1og,.(7 44)l = lo g,.(7 44) -llo g,"Q 4a))
= log,.(7 44) -[:,8sse...] = 1og, 

"(z 
zz+)'- z

= log,"(7 44) -log," (ro:) = Iog.(7 44 I t o o o)
=log,"(7,234).
Puisque log,o est une fonction croissante,

on a:1og,"(7) <log,"(7,234) < 1og,"(8).
Soustraire [log,.(r)] à log,"(r) ramène la

valeur dans le 1og" entre 1 et 10 et donc l'enca-
drement entre log,o(c) et 1og,.(c+1) repère le
premier chiffre significatif. D'oil l'équivalence
indiquée.

ONV§U,r D§S PBE{}VES!
Comme précédemment, le principe énoncé,

c'est-à-dire la loi de Benford continue, est un
peu vague, et il faudrait préciser quand elle ne
s'applique pas, à l'aide de résultats marhéma-
tiques démontrés.

De tels énoncés mathématiques existent;
ils sont un peu compliqués à formuler (voir
I'article de Michel Valadier cité dans la

bibliographie). Ils consistent à formuler des
hypothèses exprimant l'idée d'étaiement et de
régularité, et, en fonction de la précision avec
Iaquelle. les hypothèses sont imposées, ils
affirment que la série de nombres vérifre la loi
de Benford avec une précision que le théo-
rème explicite.

11 faut être un peu pmdent avec la formu-
lation non formelle de la loi de Benford; elle
n'est que 1a traduction d'une intuition.<inün-
cible>> comme l'écrit Poincaré, mais qui reste
une intuition. Tout dépend de ce qu'on
nomme <<large plage de plusieurs ordres de
grandeur» et <<loi éta7ée et régulière».
Cependant, I'énoncé informel montre pour-
quoi la loi est souvent vérifiée, au moins
approximativement.

La loi informelle explique aussi une autre
propriété de la loi de Benford remarquée
depuis longtemps: en augmentant ia taille
d'une série de nombres, on ne tend pas tou-
jours vers les valeurs annoncées des probabi-
lités log,"(c+r) -log,"(c). L'explication est
claire: si les nombres suivent une loi précise,
la compensation entre les intervalles quand on
passe anx parties fractionnaires des loga-
rithmes ne se fera qu'exceptionnellement, et
donc en multipliant les données, on ne
converge pas vers une loi parfaitement uni-
forme sur [o, r], mais vers une 1oi approxima-
tivement uniforme.

Comprendre est le meilleur moyen d'avan-
cer et c'est ici le cas. L'identification de l'origine
de la loi de Benford suggère une méthode
simple de la généraliser: remplacer la fonction
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